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01.

(20 pontos) Seja A:R™ - R™ um operador linear definido em R™ com a norma e o produto
interno usual.

a) (10 pontos) Mostre que, se A é operador ortogonal, isto €, |Av| = |v|, para todo v em R",
entdo A € uma bijecéo linear (isomorfismo linear) e sua inversa é o operador adjunto de A.

b) (10 pontos) Mostre que, se A é autoadjunto, sua matriz, em qualquer base ortonormal, é
simétrica.

02. (20 pontos) Dado um espaco vetorial E, com produto interno (, ), definimos a norma induzida

pelo produto interno por ||Ju|| = /{u, u), paratodo u € E.

a) (7 pontos) Mostre que |(u, v)| < ||ull|lv]| - (Desigualdade de Cauchy-Schwartz)

b) (6 pontos) Mostre que (f,g):= f:f(x)g(x) dx define um produto interno em C([a, b]),
espaco das fungdes continuas definidas em [a, b].

c) (7 pontos) Sendo f e g continuas em [a, b], conclua  que
UL fg@dn)? < [P f(x)?dx [  gx)?dx e, se f & positiva em [ab],

«fﬁd" > (b - a)*(f) F)dx) ™

03. (20 pontos) Sejam Y a, e Y. b, séries de termos positivos. Prove que

04.

a) (6 pontos) Se lim,,_,« Z—” = 0 e ), b, converge, entdo ), a,, converge.

b) (7 pontos) Se lim,,_, Z—” = ¢ # 0, entdo ) a,, converge, se, e somente se, Y b,, converge.
1
nn+1)

c) (7 pontos) Y.

1
= 1 e conclua que ZF converge parar = 2.

(20 pontos) Uma fungédo f:1 - R, definida num intervalo, € dita convexa, quando, para
a <x <b arbitrrio em I, o ponto (x,f(x)) do gréfico f esta situado abaixo da secante
(segmento de reta) que liga os pontos (af(a)) e (b f(b)), ou seja,

foo) < TOLD (x —a) + f(a) ou f(x) < TOLED (v — by + £ (b).

a) (5 pontos) Seja a fungéo f:1 - R definida num intervalo. Prove que f é convexa se, e
somente se, para quaisquer a,b em I e 0 <t <1 vale f((l —ta+ tb) <A-t)f(a)+
tf (b).



b) (10 pontos) Seja f: (c,d) —» R uma funcao derivavel. Prove que f € convexa, se, e somente
se, f'for ndo decrescente. Assuma que f (x) existe para todo x € (c,d) e conclua que f é
convexa se, e somente se, f (x) = 0 para todo x € (c, d).

c) (5 pontos) Mostre que a funcdo f:R — R, dada por f(x) = e*, é convexa. Deduza dai a
desigualdade a®b? < a.a + B.b, para a, B, a, b ndo negativos, com a + g = 1.

05. (20 pontos) Tipos especiais de EDO.

a) (6 pontos) Equacdes homogéneas. Seja f: R — R. As equacdes da forma x' = f G) ,t#0
sdo chamadas homogéneas. Prove que a mudanca de variaveis x = yt transforma
equacdes homogéneas em equacdes com variaveis separaveis. Resolva a equacédo

' x+t

X —T,X(l) =0.

b) (6 pontos) Equacdo de Bernoulli. Mostre que a mudanca de variaveis x1~" = y transforma
a equacdo de Bernoulli x = a(t)x 4+ c(t)x™ numa equacdo linear. Determine todas as
solucdes da equacdo x = x + e 3tx*,

c) (8 pontos) Equacdo de Riccati. A equacao do tipo x’ = r(t)x? + a(t)x + b(t) (1) chama-se
equacao de Riccati. Mostre que, se f; for solugédo de (1), entédo f = f; + f, € solucéo de
(1), se, e s6 se, f, for uma solugdo da equacdo de Bernoulli

y = (a®) +2r®) i)y + r(®)y>

Ache a solugdo de x = x + tx? — 1 —t, sabendo-se que esta equacdo admite f;(t) =1
como solugéo.



