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01. (20 pontos) Seja  um operador linear definido em  com a norma e o produto 

interno usual. 
 
a) (10 pontos) Mostre que, se  é operador ortogonal, isto é, , para todo  em  

então  é uma bijeção linear (isomorfismo linear) e sua inversa é o operador adjunto de . 
 
b) (10 pontos) Mostre que, se  é autoadjunto, sua matriz, em qualquer base ortonormal, é 

simétrica. 
  
 
 
02. (20 pontos) Dado um espaço vetorial , com produto interno , definimos a norma induzida 

pelo produto interno por , para todo . 

 

a)  (7 pontos) Mostre que  (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) 
 

b)  (6 pontos) Mostre que  define um produto interno em , 

espaço das funções contínuas definidas em . 
 
c)  (7 pontos) Sendo  e  contínuas em , conclua que 

 e, se  é positiva em  

. 

 
 
 
03. (20 pontos) Sejam e  séries de termos positivos. Prove que 

 

a) (6 pontos) Se  e  converge, então  converge. 

 

b) (7 pontos) Se , então  converge, se, e somente se,  converge. 

 

c) (7 pontos)  e conclua que   converge para . 

 
 
 
04. (20 pontos) Uma função , definida num intervalo, é dita convexa, quando, para 

 arbitrário em , o ponto  do gráfico  está situado abaixo da secante 

(segmento de reta) que liga os pontos  e , ou seja, 

 ou  

 
a)  (5 pontos) Seja a função  definida num intervalo. Prove que  é convexa se, e 

somente se, para quaisquer  em  e  vale 

 



 
b)  (10 pontos) Seja  uma função derivável. Prove que  é convexa, se, e somente 

se,  for não decrescente. Assuma que  existe para todo  e conclua que  é 

convexa se, e somente se,  para todo . 
 
c)  (5 pontos) Mostre que a função , dada por , é convexa. Deduza daí a 

desigualdade , para  não negativos, com . 
 
 
 
05. (20 pontos) Tipos especiais de EDO. 

 

a)  (6 pontos)  Equações homogêneas. Seja . As equações da forma  

são chamadas homogêneas. Prove que a mudança de variáveis  transforma 
equações homogêneas em equações com variáveis separáveis. Resolva a equação 

. 

 

b)  (6 pontos)  Equação de Bernoulli. Mostre que a mudança de variáveis  transforma 

a equação de Bernoulli  numa equação linear. Determine todas as 

soluções da equação  
 

c)  (8 pontos)  Equação de Riccati. A equação do tipo  chama-se 
equação de Riccati. Mostre que, se  for solução de  então  é solução de 

 se, e só se,  for uma solução da equação de Bernoulli 

  

 

Ache a solução de  sabendo-se que esta equação admite  
como solução. 

 


